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Статистические характеристики оценки параметров сигнала 
по максимуму нормированного коррелятора 
Аннотация. Приводится подробное исследование дисперсии оценок произвольного вектора пара-
метров сигнала по максимуму нормированного коррелятора (НК) для случая белого и окрашенного шума. 
Проведено сравнение с нижней границей Крамера–Рао (НГКР). 
Показано, что использование НК приводит к появлению поправок к элементам матрицы Фишера, 
полученным при анализе максимально правдоподобных оценок, и в общем случае дисперсии оценок энер-
гетических параметров по максимуму НК будут отличаться от НГКР. 
В качестве конкретного приложения исследуются статистические характеристики оценки доплеров-
ской деформации и задержки сигнала по максимуму НК при наличии неинформативных параметров. Пока-
зано, что НК по форме совпадает с известной широкополосной функцией неопределенности, при этом ре-
цепт оценки выводится из неравенства Коши–Буняковского без обращения к закону сохранения энергии. 
Также показано, что оценка деформации и задержки при неизвестных начальной фазе и амплитуде 
сигнала из НК является асимптотически несмещенной и эффективной. 
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Abstract. In this paper differences between Fisher Information Matrix (FIM) and inverse covariation matrix of normalized 
correlation estimations for white and colored noise are investigated. 
It’s shown that implementation of normalized correlation function estimation leads to modification of maximum like-
lihood estimation FIM elements, so in case of arbitrary energy affected parameter vector, variance of estimation by normal-
ized correlation function maximization is not equal to Cramer–Rao lower bound. 
Statistical characteristics of joint Doppler stretch and delay estimation by maximization of normalized correlation 
function for signal with nuisance parameters are derived in this paper. It’s shown that normalized correlator is equal to 
wideband ambiguity function, but this method of estimation follows from Cauchy–Schwarz inequality without using energy 
conservation assumptions. 
Besides, it is proved that estimation of Doppler stretch and delay by normalized correlation function or WBAF of signal 
with random initial phase and gain is asymptotically unbiased and effective. 
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Введение в проблему. В связи с задачами, 
возникающими в гидроакустике, радио- и геоло-
кации, интенсивно исследовались алгоритмы по-
лучения оценок параметра доплеровской дефор-
мации в случае использования широкополосных 
сигналов, а также погрешности этих оценок [1]–
[11]. Для активной локации модель измерений 
состояла в следующем: 
– излучается сигнал  ;s t  
– сигнал с задержкой 2  достигает цели, 
движущейся с постоянной относительно источ-
ника радиальной скоростью ,v  и с коэффициен-
том отражения α отражается от него; 
– в виде реализации  r t  отраженный сигнал 
в смеси с белым гауссовским шумом со спек-
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тральной плотностью 0N  поступает на приемник 
локатора. 
Рассмотрения основывались на анализе функ-
ционала правдоподобия 
    
0
,  exp 1r K r t
N
     
g s
2
,  ,t t dt
        
 (1) 
где  igg  – вектор оцениваемых параметров, 
включающий в себя задержку τ, параметр допле-
ровской деформации γ, модуль и фазу комплекс-
ного коэффициента отражения сигнала от цели  ; 
K – постоянный вещественный множитель, не зави-
сящий от параметров сигнала и шума. 
Наряду с функцией правдоподобия рассмат-
ривалась и так называемая широкополосная 
функция неопределенности (Wide Band Ambiguity 
Function – WBAF), введенная в [1], [2] с целью 
анализа разрешающей способности сонара при 
появлении в луче двух целей одновременно: 
     *1, .rs tW r s dt           (2) 
Анализ ситуаций с иными типами шумов в 
доступной авторам настоящей статьи литературе 
отсутствует. 
Присутствие в функционале (2) множителя 1   
перед интегралом либо не комментируется, либо объ-
ясняется законом сохранения энергии. Наличие по-
добного множителя можно рассматривать как норми-
ровку энергии опорного сигнала, что, в свою очередь, 
делает параметр деформации неэнергетическим. В 
работах, посвященных анализу WBAF, не разбирает-
ся вопрос эффективности оценок. 
Предложено два алгоритма оценки вектора па-
раметров: по методу максимального правдоподо-
бия, т. е. определения g  из системы уравнений, 
полученных в [5] конкретизацией (1): 
        
0
ln ,2 , 0,
i i
s t
r t s t dt
g N g
       
g g
g  (3) 
и отыскание g  из условия максимума модуля WBAF: 
 
 ,  
0.rs
i
W
g
     (4) 
В [5], [6]  ,    g  и  ,  s t g  в (3) предпола-
гаются нормированными. 
В [5] сравниваются дисперсии оценок пара-
метров по максимуму WBAF (4) с нижней грани-
цей Крамера–Рао (НГКР), полученной из (3). При 
этом при записи функционала правдоподобия из 
вектора оцениваемых параметров исключается 
модуль .  
Следует отметить, что проведенное в [5] 
сравнение оценок дисперсии не имеет под собой 
оснований: легко показать на конкретном приме-
ре, что оценка энергетического параметра γ без 
одновременной оценки энергии (что происходит 
при реализации (3)) в общем случае является 
смещенной, и заключение о существовании НГКР 
в этой ситуации неприменимо. 
В [5] при изучении влияния неопределенности 
в фазе на дисперсию оценок рассмотрен вектор 
параметров вида  ,  ,  ,  .    g  Так как параметр 
α пропорционален амплитуде сигнала, получаемые 
из (4) в данном конкретном случае результаты в 
среднем не смещены относительно истинных. 
Полученные в [9] НГКР совпадают с оценка-
ми в [5], однако в силу ошибочного приравнива-
ния нулю одной из корреляционных функций, 
результаты в [9] нельзя признать корректными. 
Дисперсия асимптотически состоятельной 
оценки. Белый шум. При большом отношении 
"сигнал/шум" решение на основе WBAF (4) мо-
жет быть получено следующим образом. Запи-
шем неравенство Коши–Буняковского в виде 
 
   
  1,
,
r s
r t s t dt
E E
 g
g
 (5) 
где 
 2 ;r tE r dt      2 ,  .sE t dts g g  
При отсутствии шумов оно переходит в ра-
венство, только если сигналы пропорциональны: 
    , ,r t ks t g  (6) 
где constk  – коэффициент. 
В этом случае (при известных аналитических 
ограничениях на зависимости от g ) задача оценки 
параметров может быть сведена к отысканию мак-
симума левой части (5), т. е. к решению уравнения 
    
,  
0.
i s
s t
r t dt
Eg
   gg  
Перейдем к нормированному опорному сигналу: 
    
,  
,  
s
s tt
E
  gg
g
 
и получим: 
    ,  0.
i
t
g
r t dt
  g  (7) 
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Энергия нормированного опорного сигнала 
 ,  t g  не зависит от оцениваемого параметра .g  
В силу (6) оценка, полученная из (7), является 
несмещенной. Уравнение для оценки вектора пара-
метров (7) совпадает с полученным в [5] методом 
максимального правдоподобия, но при его выводе 
предположение о гауссовском распределении 
шумов не использовалось. Решение полученного 
уравнения относительно параметра g  эквива-
лентно поиску максимума функционала, в насто-
ящей статье названного нормированным корреля-
тором (НК). В конкретном случае оценка запазды-
вания и параметра деформации (7) совпадает с (4). 
Можно ожидать, что при большом отношении 
"сигнал/шум" оценка останется несмещенной. 
Для анализа ее статистических свойств при нали-
чии аддитивного шума  n t  запишем принятый 
сигнал в виде 
           0 0 0,  ,,  ss t n t E nt tr t  g g g  
где 0g  – истинное значение вектора параметров. 
Введем это определение в (7) и разложим полу-
ченное выражение вблизи 0 :g  
    
   
0
0
2
0
0
,  
,  0,
,  
j
i ij
s
j
t
t d
n tt
d
g
E
t
g g
     
          


g
g
g
g
 
где 0 .j j jd g g   
Учитывая, что 
   0 ,  , 0 ,
i
t
t
g
  gg  
решение для  jdd  следует искать из системы 
уравнений 
 
       20 00,  ,  ,  .j
i is jj
dn t t t
t
d
g
d
gE
t
t
g
       g gg  (8) 
Из структуры (8) очевидно, что 0d (   – 
символ статистического усреднения), т. е. оценка 
не смещена. 
Дважды продифференцировав условие нор-
мировки, установим тождество: 
        2 ,  ,  ,  ,  .
i j i j
dt t
t
g
t
t dt
g g g
         g gg g  (9) 
Из (8) и (9) следует, что элементы ковариаци-
онной матрицы 2ij  являются решением системы 
уравнений 
 
       
   
   
0 0
0 02
0 0
,  ,  
,  ,  
,   
.
,
1
s i l
jk
i jjk
l k
t u
n t n u
E g g
t t
g g
dtdu
dt
g
t
g
d
t t
 
 
   




 





g g
g g
g g
 
(10)
 
Если  n t  – реализация белого шума со спек-
тральной плотностью 0 ,N  то (10) удовлетворяет-
ся решением 
2 1 ,ikik J
      
где 
    
0
0 0,   .
,2
jl
s
j l
J
t tE
g
dt
N g
 
   g g  (11) 
Полученный результат может быть также 
представлен в виде 
  
   
2
0
0
0
2 ,1
4
s
l jl
j
j
l
E EE
g gE
J
N
    
g g
g
 (12) 
где 
    0
0
, ,  2  
j l
jl
s t dt
gN
s t
g
     
g g  (13) 
– элементы информационной матрицы Фишера, 
полученные методом максимального правдоподо-
бия при гауссовском распределении шумов [12]. 
Производные в (11)–(13) берутся при 0.g g  
Асимптотически состоятельная оценка с 
наименьшей дисперсией. Окрашенный шум. 
Для получения оценки при произвольной спек-
тральной плотности шума заметим, что максимум 
функционала 
       
,  
,  ,
s u
r t t u d
N
tdu gg  (14) 
где 
       ,  ,  ,  s t t u d dN s u t u g g g  
с положительно-определенным ядром   при от-
сутствии шумов достигается при 0.g g  Для до-
казательства достаточно разложить  s u  и  r t  в 
(14) по собственным функциям ядра и заметить, 
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что это утверждение эквивалентно теореме Ко-
ши–Буняковского в применении к функциям 
 ( )r t  1 2 ;i ii
i
r f t   ( )s t  1 2 ,i ii
i
s f t   (15) 
где i  и  if t  – собственные числа и соответ-
ствующие им нормированные собственные функ-
ции ядра; ir  и is  – коэффициенты разложения по 
ним  r t  и  .s t  
Аналогом (7) становится система 
      , 0, ,  
i
ur t t u dtdu
g
    g  (16) 
где  
    
,
,  .
 s u
u
N
  gg
g
 
Разложив (16) вблизи 0 ,g  имеем систему 
уравнений для оценки: 
     0,  ,  0
i
r t t u dtdu
u
g

  g  
и аналог (8) 
 
 
   
 
     
0
0
2
0
0,  ,  
,  
,  
,
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j
i jj
n t dtdu
t t u dtd
u
t u
g
u
N
u
d
g g
 
     


g
g
g
g
 
(17)
 
В силу тождества, аналогичного (9), правую 
часть (17) можно представить в более симмет-
ричном виде 
 
 
   
 
     
0
0
0 0
,
,
, .
, ,
i
j
j ij
n t dt
u
t u
gN
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t u
t u d dd
g
u
g
t
 
  
 gg
g g
 
(18)
 
Как и ранее, несмещенность оценки очевидна. 
Покажем, что дисперсия оценки оказывается 
наименьшей при выборе функционала: 
   n,  ,  ,t u Q t u   
где  n ,  Q t u  – ядро, выбеливающее ковариаци-
онную функцию шумов (помех). 
Уравнение (18) может быть записано в мат-
рично-векторной форме: , y d  где y, d – векто-
ры с размером m; Λ – матрица с размерами ,m m  
причем m  – число оцениваемых параметров. 
Элементы вектора y определяются следую-
щим образом: 
 
   
 0
0
,  
,  ,i
i
n ty dt
u
t u
N
du
g


 gg  
а элементы матрицы Λ имеют вид 
     0 0,  ,  , , ij
j i
t
t u
u
g g
dtdu
    g g  
причем матрица Λ симметрична. 
При условии, что не существует линейной 
комбинации параметров, от которой функционал 
(14) не зависит, детерминант Λ не равен нулю. 
Тогда существует унитарное преобразование L, 
приводящее Λ к диагональному виду 
1 diag,L L   
и набор ее собственных векторов полон в простран-
стве с размерами .m m  Переходя в представление 
собственных векторов, запишем (18) в виде 
 
 
     
     
0
0
0 0
,  
, ,
,  
,  , 
i
i ii
t u
N
d t
n t u dtdu
t u dtdu u


 
  


g
g
g g%
 
(19)
 
где 
   00 ,  ,  ,ij
j
i
j
u
g
u L
 
g
g  
d .Ld  
Очевидно, что дисперсии компонент d  пропор-
циональны дисперсиям компонент левой части (19). 
Хорошо известно [13], что минимальность 
дисперсии решений (19) соответствует минималь-
ности дисперсии произвольных линейных комби-
наций компонент ,d  в том числе компонент 
1Ld .d  
Возведя (19) в квадрат, для дисперсии i-й 
компоненты ,d  получим: 
 
       
     
     
2
1
0
0 1 1
0
1
0
1 0 1
2
,  ,  
,  ,  
1 ,  
,  
,  .
i i
i
i
i
u u d
n t n t t u
tdt dudu
t u dt
N
t u
t uu d

   


   
    


g
g g
g g
 
(20)
 
Для отыскания ядра  ,  ,t u  минимизирую-
щего 2 ,i  можно разложить все функции в (20) по 
произвольной ортонормированной системе, пере-

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ведя интегралы в дискретные суммы. Продиффе-
ренцировав правую часть (20) по матричным эле-
ментам kl  и приравняв производные к нулю, 
придем к системе уравнений 
, , 
i i i i i i iN N           
         , (21) 
где N , N  – коэффициенты разложения кова-
риационной функции шумов;   – коэффици-
енты разложения искомого ядра; 
 
1
, , , ,
vi i ii ivN  

   
     
    
    

  (22) 
– натуральное число. 
Учитывая, что  0,  i t g  и, соответственно, 
i  произвольны, из (21) заключаем, что матрица 
  с точностью до множителя i  обратна матрице 
N . Подставив результат в (22), убеждаемся, что 
i  – произвольное вещественное число. Оно мо-
жет быть выбрано независимым от векторного 
индекса i, в частности, можно положить 1.i   
Из (19), (20) следует, что умножение на произ-
вольное число не изменяет результатов расчета. 
Таким образом показано, что  ,t u  является 
ядром, выбеливающим ковариационную функцию 
шумов. 
Ковариационная матрица оценки при этом 
определяется выражением 
2 1 ,ijij J
      
где 
        0 n, , .,j
j
i
i
t
J Q t u dtd
g
u
u
N
g
   
g g
g  (23) 
Выражение (23) приводится к виду 
  
   
0
0 1
4
.ij j
j
i
i
N N
N
J
g g
    
g g
g
 (24) 
В рассматриваемом случае элементы матрицы 
Фишера в предположении о гауссовском характере 
шумов определяются следующим образом [12]: 
 
     0 n, ,, .ij
j i
s t s u
Q t u dt u
g g
d
 
  
g g
 (25) 
Производные в (23)–(25) берутся при 0.g g  
Отметим, что при выводе (23) не использова-
лись предположения о гауссовости и стационар-
ности шума. 
НГКР одновременных оценок времени за-
паздывания, параметра доплеровской деформа-
ции, амплитуды и фазы отраженного сигнала. 
Запишем принятый сигнал в виде 
 
     
 
,  ,  ,,  
,
 
i
r t s t n t
n
a
a tts e 
    
    

 

  
  (26) 
где a,   – амплитуда и начальная фаза сигнала 
соответственно;  n t  – вклад белого гауссовского 
шума со спектральной плотностью 0.N  
В [14] получена информационная матрица 
Фишера для совместных оценок параметров сиг-
нала  ,  ,  ,  a   g  на фоне белого гауссовского 
шума в виде 
 
 
 
2 2
2 2
0
2 2 20
2
2
0 2 0
2 0 ,
2
0
a a
E t
a t t t
t
a
N
                  
 (27) 
где 
*
0 ;E s s
t t dt                  
   *
0
m ;1 I s t t
E
s dt      
   *
0
I ;1 m ts t s tt dt
E
      
  22
0
;1 s t dt
E
     
  22
0
;1t t s t dt
E
     
  22 2 2
0
1 .t t d
E
s t t     
Сравним результаты, полученные в условиях 
воздействия белого шума (12) по методу НК, опре-
деляемые матрицей эффективной оценки (27). 
Определим энергию сигнала (26) как 
     2 *
2
0
e p
;
x expE a s s dtt j
a
t j
E
               

 

g    
Частные производные энергии имеют вид 
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 
02 ;
E
a E
a
  
g
   0;E 
g
 
 
0;
E 
g
    2 0.E Ea 
g  
а информационная матрица оценок по методу НК 
записывается следующим образом: 
2 22
0
2 2 2
0
2
0 0 0 0
02
.10
4
0
tEJ
t t t
a
t
N
                 
 
Обнуление элементов матрицы, связанных с 
амплитудой сигнала, – ожидаемое явление, так 
как использование НК исключает возможность 
отыскания оценки амплитуды. Таким образом, из 
вектора оценки параметров исключается ампли-
туда сигнала, и для вектора  ,  ,     g  инфор-
мационная матрица определяется как 
 
2 2
2 2
2
20
2
0
2 1 .
4
t
E
J t t t
t
a
N
                  
 
Запишем алгебраические дополнения к диа-
гональным элементам матрицы Фишера: 
 2 222 2 222 2 ;4t tA a
           
 2 2 2 233 2aA      
и определитель этой  матрицы: 
2
2 2 2
112
1 .
4
det A
a
              
Можно показать, что существуют следующие 
соотношения между определителями матрицы 
Фишера и информационной матрицы, получен-
ной по методу НК: 
 2 dete .d t J a    
Отсюда следует, что между алгебраическими 
дополнениями к диагональным элементам этих 
матриц существуют соотношения: 
 222 33;JA Aa     211 11.JA Aa    
Дисперсии оценок параметров определяются 
диагональными элементами матрицы, обратной 
информационной. Таким образом, дисперсии оце-
нок задержки и доплеровского масштаба сигнала, 
полученные по методу НК, совпадают с НГКР: 
 211 22
det det
;
JA
J
A
    (28) 
 33 222
det det
.
J AA
J

     (29) 
В [15] проанализировано влияние отсутствия 
априорной информации об амплитуде и фазе на 
дисперсию оценки произвольного параметра из-
вестного сигнала. Показано, что незнание ампли-
туды сигнала не влияет на смещение и дисперсию 
оценки неэнергетического параметра. Дисперсия 
оценки энергетического параметра в общем слу-
чае отличается от НГКР. 
Полученные результаты (12) и (15) определя-
ют вид поправок к элементам информационной 
матрицы Фишера при совместной оценке не-
скольких параметров в присутствии белого шума, 
а также для шума с произвольной ковариацион-
ной матрицей. Сравнение дисперсий оценки за-
держки и доплеровского масштаба (28), (29) с 
НГКР показывает, что оценка по максимуму НК, 
совпадающего по форме с широкополосной 
функцией неопределенности (2), является асимп-
тотически эффективной. 
Заключение. Обращение к неравенству Ко-
ши–Буняковского приводит к получению алго-
ритма оценки энергетического параметра сигнала по 
максимуму НК. Для оценки доплеровской деформа-
ции и задержки сигнала НК по форме совпадает с 
широкополосной функцией неопределенности. 
Показано, что использование НК приводит к 
появлению поправок к элементам матрицы Фи-
шера, полученным при анализе максимально 
правдоподобных оценок, и в общем случае дис-
персии оценок энергетических параметров по 
максимуму НК будут отличаться от НГКР. 
С другой стороны, дисперсия оценки допле-
ровской деформации и задержки сигнала при не-
известной начальной фазе и амплитуде сигнала из 
НК при большом отношении "сигнал/шум" сов-
падает с границей Крамера–Рао. 
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